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Zahlbereiche: Die Natuirlichen Zahlen
Bruchrechnung

Die Peano-Axiome der Naturlichen Zahlen

Heinz-Jurgen

Hard . -y . .
arder Die Nattrlichen Zahlen beruhen auf einem Axiomensystem, das nach dem

italienischen Mathematiker Giuseppe Peano (*1858 ; 11932 in Turin) benannt
wurde.

Die ersten vier Peano-Axiome lauten vereinfacht:

l1eNN

neclN = n+lelN

nelN = n+1#1

mnelN = m+l=n+1 = m=n)

N

Ein finftes Axiom ist das sogenannte Induktionssaxiom, welches besagt:
»Enthalt eine Menge X die 1 und mit jeder natirlichen Zahl n auch deren Nachfolger n+1, so bilden die
Nattdrlichen Zahlen eine Teilmenge von X.“

Peano hat spéater auch die Null zu den Nattirlichen Zahlen genommen. Heute wird hierflr meist das
Symbol INg benutzt.
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Zahlbereiche: Die Natiirlichen Zahlen

Bruchrechnung

Verknipfungen (Rechenregeln) innerhalb der Natlirlichen Zahlen

Heinz-Jurgen
Harder
Innerhalb der Nattrlichen Zahlen sind die zwei Verkniipfungen ,+“ und ,-“ definiert.

Far beide Verknupfungen gelten ...

... das Assoziativgesetz: a,b,ce (IN;+) = a+(b+c)=(a+b)+c
a,bce (IN;:) = a-(b-¢c)=(a-b)-c

.. das Kommutativgesetz: a,b € (N;4+) = a+b=0b+a
a,be (N;:) = a-b=b-a

Man nennt daher auch die Zahlenmenge mit den jeweiligen Verknipfungen eine
kommutative Halbgruppe.
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Zahlbereiche: Die Ganzen Zahlen

Bruchrechnung
Erste Erweiterung der Naturlichen Zahlen

Heinz-Jurgen
Harder

Innerhalb der naturlichen Zahlen kbnnen Rechenoperationen durchgefihrt werden, allerdings st6B8t man an
eine Grenze bei der Lésung der Gleichung:

r+n=0, nelN

Zwar sind alle Koeffizienten der Gleichung Elemente aus IN(, jedoch gibt es keine Lésung der Gleichung

in ]N().

Die Notwendigkeit der L6sung dieser Gleichung fuhrt zur Erweiterung des Zahlbereichs auf den Bereich
der Ganzen Zahlen:

Z.={x:x € WNyV—xec Ny}

Es werden also die naturlichen Zahlen mit der Null um die negativen Zahlen erweitert.
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Zahlbereiche: Die Ganzen Zahlen

Bruchrechnung

Verknipfungen (Rechenregeln) innerhalb der Ganzen Zahlen

Heinz-Jurgen
Harder

Far die ganzen Zahlen mit der Verknipfung ,+ gilt:

1. a,be(Z;+) = a+be(Z;+) Abgeschlossenheit
2. a,byce(Z;+) = (a+b)+c=a+(b+c) Assozativgesetz
3. a€(Z;+) = a+0=04+a=a neutrales Element
4. VYae (Z;+) ' € (Z;+) = a+d =0 inverses Element

Dies sind die Gruppenaxiome, d.h die ganzen Zahlen bilden bezlglich der Addition eine Gruppe.
Da die Addition auch kommutativ ist, nennt man sie eine kommutative Gruppe oder auch abelsche Gruppe
(nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (*1802; 11829))

(Z:;+) bildet eine (kommutative) Gruppe.

(Z ; ) bildet weiterhin eine Halbgruppe (Es gibt keine inversen Elemente).

(Z ;3 ) bildet daher einen algebraischen Ring.
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Sachanalyse
Zahlbereiche: Die Rationalen Zahlen

Zweite Erweiterung, die Rationalen Zahlen

Innerhalb der Ganzen Zahlen kénnen weitergehende Rechenoperationen durchgefuhrt werden, allerdings
st6éBt man wieder an eine Grenze bei der Lésung der Gleichung:

a-x+b=0; abeZ; a#0 AN afd

Zwar sind alle Koeffizienten der Gleichung Elemente aus 7., jedoch gibt es keine Lésung der Gleichung

inZ..

Die Notwendigkeit der L6sung dieser Gleichung fuhrt zur Erweiterung des Zahlbereichs auf den Bereich
der Rationalen Zahlen:

Q=A{(a;b):a€Z AN bel}

Es handelt sich bei den Rationalen Zahlen also um eine Menge von geordneten Zahlentupeln
(Zahlenpaaren), wobei b # O ist, da b aus IN stammt.
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Zahlbereiche: Die Rationalen Zahlen

Verknipfungen (Rechenregeln) innerhalb der Rationalen Zahlen

Auf ) werden die folgenden beiden Verkniipfungen definiert:
(a;0)+ (c;d):=(a-d+b-c;b-d)
(a;b)-(c;d):=(a-c;b-d)
Das sind die bekannten Rechenregeln der Bruchrechnung und die Zahlenpaare kénnen als die bekannten

Bruchzahlen angesehen werden.

Eine wichtige Eigenschaft der Rationalen Zahlen ist noch die Aquivalenz von Elementen in QQ:
(a;b) ~(c;d) &= a-d=b-c

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, die die Gesamtmenge der Rationalen Zahlen in Teilmengen
(Aquivalenzklassen) untereinander aquivalenter Elemente zerlegt.

Eine einzelne rationale Zahl ¢ € Q ist also eine unendliche Menge von geordneten Paaren (a ; b) :
(Q 3 ‘|‘) bildet eine (kommutative) Gruppe.

(Q \ {0} ] ) bildet ebenfalls eine (kommutative) Gruppe.
AuBerdem gilt das Distributivgesetz: a - (b+c¢) =a-b+a-c Va;b;c € Q

(Q s+ ) bezeichnet man daher als algebraischen Kérper.

»http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Rationale_Zahl&oldid=93777134*
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Zahlbereiche: Abzahlbarkeit

Bruchrechnung

Abzahlbarkeit der naturlichen und der ganzen Zahlen
Heinz-Jurgen
Harder Alle bisher betrachtete Zahlenmengen sind abzahlbar unendliche Mengen.

Far die Natdrlichen Zahlen ist es trivial, da diese Eigenschaften direkt aus den Axiomen folgen.

Far die anderen Zahlenmengen muss zum Beweis nur gezeigt werden, dass eine eineindeutige Abbildung
der Menge auf die Nattirlichen Zahlen existiert..

Far die Ganzen Zahlen wird dies durch die Abbildung mit der folgenden Vorschrift erreicht:

2.4 — IDIO

a—~n=2-a, wenn a = 0
Z:

a—n=—(2-a+1), wenna<0

In einer Tabelle ergibt das die folgende Zuordnung der ersten Elemente:
a 0 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Zahlbereiche: Abzahlbarkeit

Bruchrechnung

Abzahlbarkeit der rationalen Zahlen

Heinz-Jurgen

Harder Auch die Menge der Rationalen Zahlen ist abzahlbar.

Gezeigt werden kann dies mit dem ersten Cantor‘'schen Diagonalverfahren

nach Georg Cantor (* 1845; T 1918):

Hierfar wird die Menge der Bruchzahlen in einem Rechteckschema
aufgeschrieben und entlang eines diagonal verlaufenden Pfades

durchnummeriert:

€ =)=

VN QN

\ANAN
NN
\AAN

o=

Januar 2012

-
F
~

v

4

Wl
oW

3
1
Aquivalente Bruchzahlen, also Zahlen

aus der gleichen Aquivalenzklasse,
werden dabei nur einmal gezahlt.
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Zahlbereiche: Die Reellen und Komplexen Zahlen

Reelle Zahlen

Innerhalb der Rationalen Zahlen kénnen alle wesentlichen Rechenoperationen in der Sekundarstufe |
durchgefihrt werden. An eine Grenze stdBt man erst beim Wurzel ziehen, z.B. bei der Losung der
Gleichung: 22 _9-0

Die Lésungen dieser Gleichung © = V2 VvV ox=—V2
sind keine rationale Zahlen (was durch einen Beweis auch in der Sekundarstufe | gezeigt werden kann).

Dies fiihrt zu der Erweiterung der Rationalen Zahlen auf den Kérper der Reellen Zahlen: (R; +; )

Komplexe Zahlen

Die Reellen Zahlen bilden den Abschluss der Zahlbereichserweiterungen in der Sekundarstufe I. Allerdings
sind auch sie noch nicht bezulglich aller Rechenoperationen Abgeschlossen, da z.B. die Gleichung:

z°+1=0

keine Losung in IR besitzt.

Erst die Menge der Komplexen Zahlen mit der imaginéren Einheit i ist gegenlber allen Rechenoperationen
abgeschlossen.

Mit speziell definierten Operationen + und * bildet sie einen algebraisch abgeschlossenen

Zahlenkérper. (@§ + )
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Grundvorstellungen?

Bruchrechnung

Einige Deutungen von Bruchzahlen:
Heinz-Jurgen

Harder
Teil (eines Ganzen): 1 (von1) Resultat einer Division: 1= 3:4
3 3 3
Relativer Anteil: — von. .. — Verhiltnis: — = 3 : 4 (3 zu 4)
4 4 4
Vergleichsoperator: 3
. : Quasikardinalzahl: — = 3 Viertel
1 mal so viele wie. .. 4
.3 . .
Absoluter Anteil: 1 drei von vier
o 1 : .
Quasiordinalzahl: 1 jeder Vierte
Januar 2012 *) nach: Glnther Malle. Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. mathematik lehren, (123), 2004.
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Grundvorstellungen?

Einige Grundvorstellungen zu den Rechenoperationen von Bruchzahlen:

Erweitern und Kurzen
Verfeinerung der Einteilung

Vergréberung der Einteilung

DO | —

Addition und Subtraktion von Bruchzahlen

Zusammenflgen, Addieren Subtrahieren
Hinzuflgen

Vorwértsbewegen,
Vorwartsschreiten
(z.B. in Flinftelschritten)

*) nach: Giinther Malle. Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. mathematik lehren, (123), 2004.

= DN

Wegnehmen

Ruckwartsbewegen,
Ruckwartsschreiten
(z.B. in Flnftelschritten)
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Grundvorstellungen?

Bruchrechnung

Einige Grundvorstellungen zu den Rechenoperationen von Bruchzahlen:

Heinz-Jurgen

Harder
Multiplikation einer natirlichen Zahl mit einer Bruchzahl
Abgekurzte Additi 4+4+4 34 43 3
gekurzte ition: — + - + — - = — Von-Deutung: — von
5 95 5 5 5 5
Multiplikation von Bruchzahlen Division von Bruchzahlen
Vor-Deut 2 5 2 5 4 5 7T
on-Deutung: — - - = — VOIl = - - . =
3 7 3 7 9 2 10
Von den beiden vorher besprochenen Grund-
vorstellungen lasst sich nur die Von-Deutung
aufrecht erhalten. Teilen Messen
(Verteilen) (Aufteilen)
Januar 2012 *) nach: Glnther Malle. Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. mathematik lehren, (123), 2004.
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Bremer Bildungsplan
Inhaltsbezogenen Kompetenzen

Ende Klasse 6:

Arithmetik / Algebra — mit Zahlen und Symbolen umgehen

Die Schiulerinnen und Schiiler...

Darstellen *

* deuten Schaubilder, Dezimalzahlen und Prozente als eine Darstellungsform fur Briiche und
wandeln sie in die jeweils andere Darstellungsform um.

Beschreiben * beschreiben Anteile, relative Anteile (auch Anteile von Anteilen), GréBen und Quotienten
durch Brtiche,

« finden durch Vergrébern und Verfeinern gleichwertige Briche und nutzen Kirzen und
Erweitern als formalen Weg zum Finden gleichwertiger Briche,

* beschreiben Vorgange des immer genaueren Messens durch Dezimalzahlen,

Ordnen * ordnen und vergleichen naturliche, negative Zahlen, einfache Briiche und Dezimalzahlen

Operieren  runden natiirliche Zahlen und Dezimalzahlen und fiihren Uberschlagsrechnungen durch,

» fuhren Grundrechenarten fur natirliche Zahlen und Dezimalzahlen aus (Kopfrechnen und
schriftliche Rechenverfahren, in einfachen Fallen auch mit zweistelligen Divisoren) und
nutzen Strategien fur Rechenvorteile,

* addieren und subtrahieren einfache Briiche, multiplizieren Briiche mit nattirlichen Zahlen,
addieren, subtrahieren, multiplizieren Dezimalzahlen, dividieren Dezimalzahlen durch
natlrliche Zahlen.

Anwenden .
* untersuchen und beschreiben Muster und Beziehungen bei Zahlen,

* untersuchen Eigenschaften von Zahlen, erkennen dabei Primzahlen und nutzen
Teilbarkeitsregeln (2; 3; 5; 10; 25).
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Ende Klasse 8:

Arithmetik / Algebra — mit Zahlen und Symbolen umgehen

Grundlegendes Anforderungsniveau

Erweitertes Anforderungsniveau

Die Schiulerinnen und Schiiler...

Ordnen

* ordnen und vergleichen rationale Zahlen,

Beschreiben

e beschreiben Verhaltnisse durch Briiche,

Zahlen zum Ldsen inner- und
auBermathematischer Probleme.

Operieren * multiplizieren Brtiche und dividieren * multiplizieren und dividieren Brtiche,
Briiche durch nattirliche Zahlen, « fOhren Grundrechenarten flr rationale Zahlen
« fihren Grundrechenarten aus fur rationale aus,
Zahlen (wie sie im Alltag vorkommen),
» fUhren versténdig Berechnungen mit dem Taschenrechner durch,
Anwenden * verwenden ihre Kenntnisse Uber rationale |+ verwenden ihre Kenntnisse Uber rationale

Zahlen und lineare Gleichungen zum Lésen
inner- und auBermathematischer Probleme.
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Konkreter Unterricht
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Beispiele

Bruchrechnung

Bruchzahlen ordnen:

Heinz-Jurgen
Harder

3. Schritt:

Eine endgultige (perfekte?) Sortierung kann mit
dem Bubblesort-Verfahren hergestellt werden:

Die Reihe wird in aufsteigender Richtung durchlaufen. Dabei

werden immer zwei benachbarte Zahlen betrachtet. Wenn sie
in falscher Ordnung stehen, werden sie vertauscht. Am Ende

steht die gréBte Zahl der Reihe.

Der oben genannte Schritt wird solange wiederholt, bis die
Reihe komplett sortiert ist. Dabei muss die letzte Zahl des
vorherigen Durchlaufs aber nicht mehr betrachtet werden, da
sie ihre endgultige Position schon gefunden hat.

Hierbei steigen die gréBeren Zahlen wie Blasen (bubbles) im
Wasser (daher der Name) immer weiter nach oben.

Januar 2012 (Von ,http:/de.wikipedia.org/w/index.php?title=Bubblesort&oldid=96280677")

1. Schritt:

Jede Schdlerin und jeder Schiler schreibt eine
Bruchzahl (eventuell mit vorgegebenen Nenner
bzw. Nennerbereich) gro auf ein DIN A 4 Blatt.

2. Schritt:

Die Schiulerinnen und Schiler stellen sich
nebeneinander auf. Hierbei kann z.B. schon auf
eine Sortierung (links kleine, rechts groBBe
Zahlen) geachtet werden.
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Beispiele

Bruchzahlen ordnen:

6. Schritt:

Eine endgultige (perfekte?) Sortierung kann mit
dem Bubblesort-Verfahren hergestellt werden,
wobei die beiden Bruchzahlen jetzt visuell (z.B.
durch Ubereinanderlegen) verglichen werden
kbnnen.

7. Schritt:

Diese Sortierung wird mit der urspriinglichen
Sortierung verglichen und bewertet.

4. Schritt:

Jede Schdlerin und jeder Schuiler bekommt ein
Blatt mit einer entsprechend das Nenners
geteilten Kreisscheibe und markiert den Bruch
farbig.

5. Schritt:

Die Schulerinnen und Schiiler stellen sich nun
mit den visualisierten Briichen nebeneinander
auf. Auch jetzt kann schon auf eine Sortierung
(links kleine, rechts groBe Zahlen) geachtet
werden.
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Beispiele

Herstellen von Kreisdiagrammen:

Heinz-Jirgen
Harder

ann Pizzascheibe.ods - LibreQffice Calc

i B @ RBEQ Y& XL&-& 9- @8 by HM2EmEQ O _ s
& [Adai v [0]e FKU E=am JhX LM =& O-2-A- J

c2l | AE =

A B C D E F G H | by

1 1 1

2 2 1

3 3 1

4 4 1

5 5 1

6 6 1

7 7 1

8 B 1

9 8 1

10 10 1

11 1 1

12 12 1

13 13 1

14 14 1

15 15 1

16 18 1

17 17 1

18 18 1

19 19 1

20 20 1

a1 —

22

23

24

T3

# s slm Tabellel Tabellez Tabelled & |
Tabelle 1 / 3 Standard 5TD Summe=0 = 100%

Januar 2012
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Beispiele

Bruchrechnung

Zerlegung in Primteiler:

Heinz-Jurgen

Harder _ _ . .
Um eine Zahl in Primteiler aufzuteilen,
kann man die Teiler aus der Zahl wie die
Aste eines Baumes oder einer Blume
wachsen lassen. Dabei gibt es verschiede-
ne Moglichkeiten wie die Bluten (die Prim-
teiler) aus den Teilern entstehen:
Hier ist die 36 in 6-6 aufgeteilt worden und  Hier wurde die 36 in 2-18 zerlegt, wobei 2
danach wurde jede 6 in die Primzahlen 2:3 schon eine Primzahl ist. Die 18 wurde in 2-9
zerlegt. und die 9 in 3-3 zerlegt.
In beiden Fallen erhalt man die Zerlegung: 36 = 2:2-3-3
Januar 2012 . .
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